Mathématiques 1STM-1STE Lycée technique ALIDRISSI

Produit scalaire dans le plan.

1 Produit scalaire (Rappel)
1.1 Deéfinitions

Définition 1(Expression trigonométrique)

Le produit scalaire de deux vecteurs @ et ¥ est le nombre réel .7 = ||d]|.||7]|. cos (13 , 1))

B

iy

Propriétés ]
Pour tous vecteurs 4,7 et w,pour tout réel k, on a :
1. 4.4 = ||d])*> = 2. 2. 4.0 = v.4. 3. U.(0+ W) = d.v+ dd
4. (k@) = 4.(kv) = ku.T 5. 4.9=0<4 L 7.
Définition 2(La projection orthogonale)

1. Soient AB et CD deux vecteurs.C’ et D’ les projetés orthogonaux de C et D sur la droite (AB).
AB.CD = AB.C'D.

s
— Si AB et C'D’ ont le méme sens,alors : AB.CD = AB x C'D/
—
~ Si AB et C'D’ ont un sens contraire,alors : AB.CD = —AB x C'D’

2. Soient zﬁ et ﬁ deux vecteurs.H est le projeté orthogonal sur la droite (AB). Ex@ = ,@ﬁ
— Si /@ et ﬁ ont le méme sens,alors : 1@/@ = AB x AH

— Si E et ﬁ ont un sens contraire,alors : ﬁ@ =—AB x AH

C
C
p

3

1.2 Expression du produit scalaire a ’aide des normes uniquement-Identités remarquables
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Pour tous vecteurs @ et ¥ On a :
1. ||@ + 9] = ||a]|? + 2.7 + ||7]|?.

2. ||@ —o|* = ||a]||* — 2a.v + ||9]]>.
3. 4.0 = (|| + o — [|a]* — [|1]%]. 4. (4 +7)

|
(@ — o) = [[a[* —]|#]?

1.3 Applications du produit scalaire

1.3.1 Les relations métriques dans un triangle rectangle

7

Propriété

ABC est un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur (BC') alors on a :
1. BC? = AB? + AC? (Théoréme de Pythagore).
2. BA> = BH x BC 3.CA>=CH xCB 4. AH> = HB x HC

Propriété

Soit ABC' un triangle.On a :

1. AB.AC' = J(AB? + AC? — BC?). 2. BABC = L(AB? + BC? — AC?). 3. CA.CE = L(AC? + BC? — AB?).

1.3.2 Théoréme d’Alkashi

Théoréme

Soit ABC' un triangle ,on a :
1. BC? = BA? 4+ AC? — 2AB x AC x cos A
2. AC? = AB? + BC? — 2AB x BC x cos B
3. AB? = AC? + BC? — 2AC x BC x cosC

\.

1.3.3 Théoréme de la médiane

[ Théoréme

L/

Soit ABM un triangle ,si I est le milieu de [AB] alors :

1 1
1. MAMB = MI? — LAB?. 9. MA? — MB? = 2IM.AL. 3. MA® + MB? = 2MI® + S AB®.

2 Expression analytique du produit scalaire

2.1 Dbase et repére orthonormé

Définitions

Soit (;, j) une base du plan,et O un point du plan.

— On dit que (7)) est une base orthonormée si 7.j = 0 et ||i]| = ||f]| = 1.

— On dit que (O; ;,j) est un repére orthonormé si (;, ;) est une base orthonormeée.

B

— Si (;, ;) est une base orthonormée et (%) 7 [27] alors (O; i; ;) est appelé un repére orthonormé direct.

- =

Dans toute la suite, on se place dans un repére orthonormé (O;i; j)

2.2 Expression analytique du produit scalaire

~

Propriété

Soient @(x;y) et U(2';y") deux vecteurs du plan.On a 4.0 = za’ + yy'.
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Exemples

Calculer @.v
1. 1(1;2) et ¥(2;3). 2. 4(—1;4) et 9(3; -2). 3. 1(2;4) et U(—6;3).

Remarques

Soient u(x;y) et ¥(a’;y") deux vecteurs du plan.On a :

L |l = a7 T o2

2. Si u et U deux vecteurs non nuls, alors :

u.v _ zx' + yy' B
[al| < ||7]] /22 + y2y/22 + ¢ Nall < [17]] /2% + y2 /2% + ¢
3. Si A(va;y4) et B(zp;yp) deux points du plan alors AB = /(x5 —24)%+ (y5 — yB)>.

—_— det(w; ¥ xy' — yx'
cos(; V) = 7) — (4; 0) vy—y

et sin(u; V)

Exercice d’application 1

S
<19

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;i; j).Soient ﬁ(@; ¥2) et (= ).
1. Montrer que 4 et ¥ ne sont pas colinéaires. 2. Montrer que (O; @; ¥) est un repére orthonormé direct.

3

v ‘

Exercice d’application 2

-,

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; ;;j). On considére les points A(2;2v/3),B(1;1/3) et C(2;0).
1. Déterminer la mesure de l’angle (1@, ﬁ)

e
2. Déterminer la mesure de Pangle (BA; B?)

3. Déterminer la mesure de l'angle géométrique ACB.

3 Applications

3.1 Equation d’une droite

Définitions

— On appelle vecteur directeur d’une droite tout vecteur non nul qui posséde la méme direction que cette droite.
— Si (D) est une droite passant par A et de vecteur directeur @ alors pour tout point M du plan :
Me(D) & det(d;AM)=0
o JteR: AM =7
— On appelle vecteur normal d’une droite tout vecteur non nul orthogonal & un vecteur directeur de cette droite.

— Si (D) est une droite passant par A et de vecteur normal @ alors pour tout point M du plan :

Me (D) s iAM =0

Propriétés

— Une équation cartésienne de la droite (D) passant par A(z4;y4) et de vecteur directeur @(a;b) est
(D) :b(x —xa)—aly —ya)=0.

— Une équation cartésienne de la droite (D) passant par A(z4;ya) et de vecteur normal 7i(a; b) est
(D):a(x —x4)+ by —ya) =0.

— Une représentation paramétrique de la droite (D) passant par A(xa;ya) et de vecteur directeur u(a;b) est le
systéme :

) T =xa +at
(D) : { Y = ya+ bt (t €R)
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Remarques

1. Un vecteur directeur de la droite (D) d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 est @(—b;a).

2. Un vecteur normal de la droite (D) d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 est 7i(a;b).

Exercice d’application 1

Soit (D) une droite passant par A(2; —1) et de vecteur directeur @(3;2).
1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (D).
2. Donner un vecteur normal de la droite (D).
3. Soit (A) une droite perpendiculaire & (D) en A.Donner une équation cartésienne de (A).

4. Donner une représentation paramétrique de (A) et (D).

Exercice d’application 2

On consideére les points A(1;1),B(—2;0) et C(3;5).
1. Déterminer une équation de la droite (D),médiatrice du segment [AC].

2. Déterminer une équation de la droite (A) hauteur du triangle ABC issue de C.

3.2 Distance d’un point & une droite

Définition

Soit(D)une droite,A un point du plan et H le projeté orthogonal de A sur (D).Le nombre positif AH est appelé la
distance du point A a la droite (D).Et on écrit :d(A4, (D)) = AH.

Propriété

Soit (D) une droite d’équation :ax + by + ¢ = 0 et A(x4;y4) un point du plan .La distance du point A a la droite

. _axa +bya + |

Exemples

3.3 Equation cartésienne d’un cercle.

3.3.1 Equation d’un cercle défini par son centre et son rayon.

[ Propriétés ]

— L’ensemble des points M du plan qui vérifient QM = R est le cercle de centre 2 et de rayon R.

— Une équation cartésienne du cercle (C) de centre Q(a;b) et de rayon R (R>0) est de la forme :
(x—a)*+ (y—b)? = R%
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3.3.2 Equation d’un cercle définie par son diamétre

Propriétés

— Soient A et Bdeux points distincts du plan,il existe un et un seul cercle (C) de diameétre[AB].Le centre du cercle
(C) est le point( milieu du segment [AB] et son rayon R est la distance 45.
—
— L’ensemble des points M du plan vérifiant AM.BM = 0 est un cercle (C) de diamétre [AB].
— SoientA(zra;ya) et B(xp;yp) deux points.Une équation du cercle (C) de diamétre [AB] est

€): (z—ma)x—2B)+(y—ya)ly—ys)=0

3.3.3 Représentation paramétrique d’un cercle

Définition

Le cercle (C) de centre (a;b) et de rayon r est ensemble des points M (x;y) du plan qui vérifient le systéme :

| x=a+rcosh
©): { y=>b+rsind (0 €R)

Exercice d’application

1. Donner 'équation du cercle (C) de centre Q(—1;2) et de rayon v/3.

2. Donner I'équation du cercle (C) de centre 2(1;2) et A(4; —2) € (C).

3. Donner ’équation du cercle (C) de diamétre [AB] avec A(1;2) et B(—3;5).
4

. Donner la représentation paramétrique du cercle (C) de centre 2(—1; —3) et de rayon 5.

3.3.4 Etude de ’ensemble des points M(z;%) du plan tels que :z2 + 3> 4+ azx + by + ¢ = 0.

Soient a,b et ¢ trois nombres réels.On considére 'ensemble (E) définie par :(E) = M (z;y)/z? +y* + ax + by + ¢ = 0.
Soit M (z;y) un point du plan,on a :
M(z,y) € (E) & 2*+y’+ax+by+c=0
& (@ +azr)+ (Y +by)+c=0
a\2 b\2 _ a?4b%—4c
L e (z+5) +(w+3z) =
Onpose Q (=%, %) et k=2t=4ona: M(z,y) c(E) & QM*>=k

Propriété

1. Si k < 0 alors (F) est 'ensemble vide.
2. Sik=0alors (E) = {Q (5% 3)}
3. Si k> 0 alors (E) est un cercle de centre Q (5%; _Tb) et de rayon vk.

Exercice d’application

Déterminer dans chaque cas la nature de 'ensemble (E),des points M (z;y) du plan vérifiant 1”équation :
122 4+y?—2+3y—4=0
2. 22 +y2 —6x+2y+10=0
3. 22 +y2 —4x+5=0
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3.3.5 Intérieur et extérieur d’un cercle

Définition

Soit (C) un cercle de centre ) et de rayon R et A un point du plan .
— Le point A est sur le cercle (C) ssi :QA = R.
— Le point A est a l'intérieur du cercle (C) ssi :QA < R.
— Le point A est a 'extérieur du cercle (C) ssi :QA > R.

— Le point A est sur le cercle (C) ssi :2% + y4 + aza +bya +c=0.
— Le point A est a I'intérieur du cercle (C) ssi :z% + y%4 +azxa + bya + ¢ < 0.
— Le point A est a l'extérieur du cercle (C) ssi :2% + 34 + aza +bya +c¢ > 0.

Soit (C) un cercle d’équation :z2 + y? + ax + by + ¢ = 0.Pour tout point A(x4;y4) du plan,on a :

3.3.6 Positions relatives d’une droite et d’un cercle.

Pour étudier la position relative d’un cercle (C) de centre € et de rayon R avec une droite (D),il suffit de calculer la
distance d(€2, (D)) et la comparer au rayon R.

d(Q, (D)) < R

La droite (D) coupe le cercle (C) en
deux points distincts

La droite (D) est tangente au cercle
(C) en un seul point

La droite (D) ne coupe pas le cercle

©).

Exercice d’application

suivants :
1. (D):z+y+2=0
2.(D):xz—y+2=0
3. (D):\/§x+y+2—\/§=O

Etudier la position relative du cercle (C) de centre Q(1;2) et de rayon R = 2 et la droite (D) dans chacun des cas

Remarques

1. Les coordonnées des points d’intersection d’un cercle (C) avec une droite (D),s’ils existent,sont les solutions du
systéme d’équations de chacun d’eux.

2. Les coordonnées du point H le projeté de 2 sur la droite (D) sont les solutions du systéme composé de I’équation
de la droite (D) et la droite passant par 2 et dirigée par un vecteur normal de (D).

—
3. Tout point M de la droite tangente au cercle C en un point A vérifie :AM m =0.
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