Mathématiques 1STM-1STE AIT LAMALLAM SANA

Limite d’'une fonction numérique.

1 Limite infinie d’une fonction en +0o0 ou en —oo.

1.1 Définition

Définition

— Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a; +00[ ou Ja; +o00[ avec (a € R).Si f(x)

tend vers +o0o quand z tend vers +oo,alors on note lim f(z) = 4+00.De méme on définit lim f(z) = —oco.
xr——400 xr——+00

— Soit f une fonction numeérique définie sur un intervalle de la forme | — 00;b] ou | — oo; b avec (b € R).Si f(x)

tend vers +oo quand z tend vers —oo,alors on note lim f(z) = +00.De méme on définit lim f(z) = —o0 .
r—r—00 T——00

1.2 Limites usuelles

e "
On admet les limites suivantes :
. . +o00 n est pair
VoeR: lim a=a VneN*: lim 2" = . p.
|@| =400 z——00 —o0 n est impair
lim /= +o0 YneN*: lim z"=+o0
xr——+00 r—r+00
J
\
Exemples
Ilm 5=............. lim f% =i Ilm z=............. Ilm z=.............
T—r—00 r—+00 T——00 Tr——400
lim 22=............ lim z%t=............ lim 23=............ lim " =............
T—r—00 T——+00 T—r—00 T—r+00
Im —=5=.......... llm =5 =..........
r—+oo T z——o0 T
J

2 Limite finie d’une fonction en +0co ou en —oo.

2.1 Deéfinition

Définition

— Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a;+o0] ou Ja; +oo[ avec (a € R) et soit
I € R.Si f(z) tend vers [ quand = tend vers +o0,alors on note EIJP flz)=1.
x (o9}

— Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme | — co;b] ou | — oo; b] avec (b € R) et soit
1 € R.Si f(z) tend vers [ quand z tend vers —oo,alors on note EIEI flz)=1

2.2 limites usuelles

On admet les limites suivantes :

; 1_ : 1 _ : 1
s =0 A =0 A vz =0
YneN*: lim L =0 YneN*: lim L =0

z—+o00 ¥ z——o00 ¥
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Exemples

1. lim 3 =... .. ... ... lim L =.. . ... ... ... lim ;16 S

T——00 Tr—r+00

A

v

e D

Propriété

Soit f une fonction numeérique ,et [ un nombre réel.
— lim f(r)=Il& hrf (flx)=1)=0
xr—r+00

r—r+o0

— lim @) =1 lim (fz) =) =0

. _ .2
Montrer que lim ”;72""’ =-1
r—r—00

3 Limite finie et infinie d’une fonction en un point.

3.1 Deéfinition

Définition

Soit a et I deux nombres réels.Soit f une fonction numeérique définie sur un intervalle de la forme |a — «;a + af on
a € R** ou sur un ensemble de la forme Ja — «;a[U]a; a + af.
— Si f(z) tend vers I quand z tend vers a,alors on note :lim f(z) =1.
r—a
— Si f(z) tend vers 400 quand z tend vers a,alors on note :lim f(r) = +oo .(On définit de la méme fagon

lim f(z) = —o0) o

Propriété

Si f admet une limite [ en a,alors cette limite est unique.

3.2 Limites usuelles

On admet les limites suivantes :

lima=a (a €R) lim z =0 lim 22 = 0
x—0 z—0 z—0

lim 2% =0 Vn € N*: limz™ =0

x—0 x—0
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4 Limite a droite et limite & gauche d’une fonction numérique.

e )

Définition

Soit f une fonction numeérique.Soit a et | deux nombres réels.
— Si f(«) tend vers [ quand x tend vers a a droite (C’est-a-dire # > a),alors on note : lim f(z) =l ou lim+ flz)=1.
T—ra

r>a
— Si f(z) tend vers 400 (respectivement —oo) quand z tend vers a & droite (C’est-a-dire z > a),alors on
note zi%% f(z) = 400 ou gcli)rzl+ f(z) = —i—oo(%%r:% f(z) = —c0 ou $£IE+ f(z) = —00).
— Si f(z) tend vers [ quand x tend vers a & gauche (C’est-a-dire 2 < a),alors on note :lim f(z) = lou lim f(z) =
z<a ran

l.
— Si f(x) tend vers +oo (respectivement —oo) quand x tend vers a & gauche (C’est-a-dire x < a),alors on
note :lim f(z) = +oo ou lim f(z) = +oo(lim f(z) = —oc ou lim f(z)= —o0).
r—=a z—a~ T—=a z—a~

rx<a rx<a

4.1 Limites usuelles

. . +o00 n est pair
VYn e N*: lim + = +o00 VYn e N*: lim + = . p.
x;)[()) z ﬂc?(()) z —00 n est impair
T xT
lim v/z =0 lim L = 400
m%Ox/i r—%)VE
x>0 z>0
\ J
( » -~ )
Théoréme

Soit f une fonction numérique. li_r>n f(z) =1+ (lim f(z) =1 = lim f(z))
r>a r<a

Exemple

On considére f une fonction numérique définie par : {

1. Calculer lim f(z) et lim f(x).
z—0 z—0
>0 <0
2. En déduire lim f(z).
z—0

5 Opération sur les limites.

Dans tout ce qui suit,a est un nombre réel ou +00 ou —o0.l et I’ sont deux nombres réels.Ces opérations restent valables
pour les limites & droite et a gauche en a.Soit f et g deux fonctions numériques.

5.1 Limite d’une somme.

lim f(x) l l l +o0 —00 —00 +oo
T—a
lim g(x) I +00 —00 +00 —00 +00 —00
r—a
lim (f + g)(x) I+0 +o0 —00 +o0 +oo Forme indéterminée
T—a

5.2 Limite d’un produit.

liinf(:r) l [>0]1<0]|I>0|1<0| 400 | +00 | —00 0 0 +oo | —oo
lim g(x) I +o0o | 400 | —0 | —o0 | 400 | —o0 | —o0 | 400 | —00 0 0
r—a
lim (fg)(x) mw 400 | —o0 | —o0 | 400 | 400 | —o0 | 400 Forme indéterminée
T—a
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5.3 Limite d’un quotient.
—00 +00 +00 —00
lim f(z) l l +o0 —00 +0o0 —00 ou ou ou ou +oo
e 1<0 | 1>0 | 1>0 | 1<0
liing(x) I'#£0 E=e's) >0 >0 <0 <0 0t 0t 0~ 0~ +oo
x a
lim (i) (x) z 0 +00 —00 —00 +00 —00 +00 —00 +00 FI
z—a \ 9
F.I : Forme indéterminée
Exemples )
Calculer les limites suivantes :
lm 2 = -«vvvovn-. lim =2 =+
z—0 z—0 T
i B g i = — ...
wEIEloo o xli>r(r)1+ \/5 + z9
; D
LN v

6 Limite d’une fonction polynéme-Limite d’une fonction rationnelle.

7~

Propriété

— all—% P(z) = P(a).

lim P(z)= lim az™.
r—+00 Tr—+0o0

. P(x) : az”

lim = lim .
T—+00 Q(z) T—+00 bz

Soit P et @) deux fonctions polyndémes et a un réel.

Jim 2@ _ Pl

lm 505 = Qe st @a) # 0.

— Si az™ et bx™ sont respectivement les termes du plus haut degré des polynomes P et Q.

lim P(z)= lim az™.
T——00 r——00

: P(x) _ 1 az™
Ao = A0

Exemples

— Calculer les limites suivantes :

— Calculer les limites suivantes
lim —1o =...ccoettn
z—3+ —z+3
lim T e e e e e e
z—0t

lim .........
z—1—

lim 22 — 5z +3="-------
T—2
lim 62" —Tx+1 — e e e e e
rz—1 =2
: x x—1 _
xgrfloo T 234 3x2—2z+5
lim (-2 —4)(z? -3z —-1)3 =
Tr—+00

lm 223 £ 5 = vvvvnn-
rz——1

lim —3a2 +hr4+1l=-ueeen

T—+00

lim .........

71 =
z—1 [3z—5]
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7 Limites de fonctions irrationnelles.

Propriété

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a; +00[ oit @ est un réel et Va € [a; +oof; f(z) > 0.

Si IEIEOO flz)=1let 1 >0, alorszglfoo Vi) = VI Si zgrfoof(x) = +o00 ,alors zgl}rloo V() = +oo.
Remarque

Cette propriété reste valable si on calcule la limite quand x tend vers —oo ou vers un réel a.

Exemples

Calculer les limites suivants :
lim vVz2—-3z+1 lim \/—x?’—i—x—l—%
x——+00 r——2

lim /<5r lim z4+1-y1T—2z
T—r—00

8 Limite de fonctions trigonométriques.

Propriété
. . o . osin(z) _ . sin(az) _a
11:13}1 sin(x) = sin(a) ili)l%) ——=1 i;o S =%
. _ . 1—cos(z) _1 . 1—cos(az) _ a?
il_rg cos(z) = cos(a) ili% — =3 ili% e =5
. _ is . tan(zx) _ . tan(ax) _a
illg tan(z) = tan(a) (a # 5 +km) ili% —==1 ilg}) =t =%
ou k € Z.
Exemples
Calculer les limites suivantes : - 329 (o)
. . . . . z sin(x . tan(3x . 1—cos(4x
mILm% 2 cos(z) — sin(2z) xl_l)r[_ll cos(3x) tan(mx) I£I§+ tan(z) alclir%) Tcos(x) 1 Sin(ox) ig% an(2z)
lim x—sin(2z) lim 1+4-sin(x) lim cos(x)—sin(x) lim V3tan(z)—3
r—0 Ttsin(z) P cos(x) P -5 P 3x—m

9 Exemples de calcul de limite-forme indéterminée

[ Exemples

Calculer les limites suivantes :

lim (23 +2) lim voe—1—+vz+1 lm 22+ Vz+22 lim Zisee2
z——o00 T T—+00 T—r—00 r——1 z+1

10 Limites et ordre.

Propriété

Soit @ un nombre réel ou +00 ou —oo et I est un intervalle au voisinage de a.Soit f, u et v des fonctions numériques
définies sur 1.
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Veel: |f(x)—b <u(z)

= lim f(z)=b

lim u(z) = +o0 roa lim u(z) =0 roa
z—a z—a
Veel: ulz) > f(x Veel: ulz) < f(z) <v(z

(=) ( = lim f(z) = -0 (=) (=) ():> lim f(z) =90
lim u(z) = —oc0 r—a lim u(z) = lim v(z) = b r—a
z—a z—a z—a

Exemples

1. Soit f une fonction numérique définie sur R telle que

Vo € RT: 22 — 2 < f(2) < 22 + 2 Calculer les limites
suivantes :
I
a) lim f(z)

b) lim f(z)

r—+400

¢) lim (f(z) - =)

T—+00

d) lim {&

Tr—r+00 z

e) lim f(@)

2
r—+00 z

2. Soit f une fonction numérique définie par :f(z) = 2 + w22 cos(Z)
(a) Montrer que :(Vz € R*); |f(x) — 2| < w22
(b) Déduire :;11% f(z).

3. En utilisant un encadrement convenable,calculer les limites suivantes : sin(z)

lim lim 2 — cos(x)
r—+o0 z Tr——00
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