Mathématiques Tronc commun technique Lycée technique ALIDRISSI

Fonctions numériques :Généralités

1 Fonction numérique d’une variable réelle-Ensemble de définition

1.1 Définitions et notations

Soit D une partie de R.On appelle fonction numérique définie sur D, toute relation f qui,a tout élément x de D associe
un unique réel y,et on note f(x) = y.On écrit :
f: D—>R
Ty
— L’élément x de F est appelé la variable.
— D est I'ensemble de définition de la fonction f (noté aussi Dy) ,c’est 'ensemble de tous les nombres réels
pour lesquels f(z) existe.On écrit :D = {x € R/f(z) € R}.
— Le nombre f(x) est 'image de x par la fonction f.
— Si z vérifie f(z) =y, on dit que x est un antécédent de y.

Exemples

— Soit la fonction définie sur intervalle [—3;5] par 'expression : f(x) = 2% — z + 2.
L’ensemble de définition est [—3; 5].
Le nombre 4 a pour image f(4) = 14.
On calcule f(0) =2 et f(1) = 2. Ainsi 0 et 1 sont deux antécédents de 2 par f.
— Soit la fonction f : x — x? — z Déterminer I'image de —5; 0; 3 et 10, puis rechercher les antécédents de 0.

1.2 Quelques types de fonctions

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition.

— Toute fonction f de la forme f : z = apa™ + an_12"" L + -+ + asx® + a12 + ag. est appelée la fonction
polynéme.On a :Dy = R.

— Toute fonction f de la forme f : x +— ax + b est appelée la fonction affine.On a : Dy = R.
— Si b =0 ,il s’agit d’une fonction linéaire.
— Si a = 0 on parle de la fonction constante.

— Toute fonction f de la forme f : 2 + az? + bx + c est appelée la fonction polynéme du second degré. On a :
Dy =R

— Toute fonction f de la forme f: x — % est appelée la fonction inverse.On a :D; = R*.

— Toute fonction f de la forme f : z — % avec g et h deux fonctions polynomes est appelée la fonction

rationnelle.On a :Dy = {z € R/h(x) # 0}.
— Toute fonction f de la forme f : x — Z;fis
Dy ={x eR/cx+d # 0}.
— Toute fonction f de la forme f : z — /z est appelée la fonction de la racine carré.Dy = R™.
— Toute fonction de la forme f: z — y/g(x) est de domaine de définition :D; = {z € R/g(z) > 0}.

est appelée la fonction homographique.On a :

Exemples

— Le domaine de définition de la fonction : f: x +— z2 + /3 — 2.

— Le domaine de définition de la fonction : h: z — /3z + 4.
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Exercice 1

Donner le domaine de définition Dy, de la fonction f; dans les cas suivants :

a) fi: x> 322 -2z +1. b) fa: x+— —22% + 3x. ) f3: w32
541 323 —x—1
d) fa: z— . e) fs: x— 3z —6. f) fo: z—

g) fr: x> Vaz—2z -3

2 Représentation graphique d’une fonction numérique

Définition

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;Z}).Soit f une fonction

numérique et D une partie de R. M
La représentation graphique de la fonction f définie sur D est I’en- @ L] .
semble des points M de coordonnées (x; f(x)) f |

ot x est dans D et f(x) 'image de x. les valeurs de z se placent sur
Paxe des abscisses, celles de f(x) se placent sur ’axe des ordonnées.

=4
[V S

Cet ensemble est une courbe, noté C'y.Et on écrit : 0
Cp={M(xz;y)/z € Dety= f(x)}
L’équation de cette courbe est y = f(z).
( Remarques )
— Si A € Cy ,on représente A comme suit : ;IZ .
— Si A est a 'extrémité de la courbe alors,on représente A comme suit : /. .
— Si A n’est pas a U'extrémité de la courbe alors,on représente A comme suit : /( .
Exemples ]
1. Soit f une fonction définie par :f(z) = 71.Et C la représentation graphique de f.
T —
— Déterminer le domaine de définition de f.
— Est ce-que A(1;0) € Cy 7.De méme pour B(3;3) et C(v2;v2 + 1).
2. Soit g une fonction et C, la représentation graphique de g.
— Domaine de définition de g ..... ..o
— L’image de 1 par la fonction ¢ ... _ _
— Les antécédents du nombre —1 par la fonction g ............. ... .. ...
— Les points d’intersections de Cy et 'axe des abscisses ..................
— Les points d’intersections de Cy et 'axe des ordonnés. ................. )\ 4
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3. h: z— 22
— Domaine de définition de h

— Le tableau de valeurs de h :
T

h(x)

3 Egalité de deux fonctions

Définition

Soient f et g deux fonctions numériques.On dit que f et g sont égales si et seulement si :

- D;=D,=D
— Pour tout  de D ,on a :f(z) = g(x)
( Exemples )

Comparer les fonctions f et g dans les cas suivants :

3

x° + 1
1. f: — letg: e ——
firx—x+letg: z P ——

2. f:rax—= V2 —2zetg: x> o T —2.

4 Fonction paire-Fonction impaire

4.1 Définitions

Définition 1

Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R. On dit que D est symétrique par rapport a zéro ou que D est
centré en zéro, si et seulement si : Pour tout € R : [z € D si et seulement si —z € D]

Exemples

(=151, ] - 005 ~3] U [3; ool

Définition 2

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle x et D; son domaine de définition.

1. On dit quef est une fonction pair si et seulement si :
— Pour tout x € Dy ,on a —x € Dy.
— Pour tout z € Dy ,on a f(—z) = f(x).

2. On dit quef est une fonction impair si et seulement si :
— Pour tout x € Dy ,on a —x € Dy.
— Pour tout z € Dy ,on a f(—z) = —f(x).
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Exemples ]
2
1. f: ng.
7| —1
sin(z) — x
2. fr x> ——
R 22 —1
3. f: x— 23+ 22

4.2 La parité de la fonction et la représentation graphique

s )

Propriété

Soit f une fonction numérique d’une variable z ,Df son domaine de définition et C; la représentation graphique de
f dans un repére orthonormé (O, 1, j).
— [ est pair si et seulement si I’axe des ordonnées est un axe de symétrie de C'f.

SN
- N

— [ est impair si et seulement si le point O est centre de symétrie de C'f.

\

s D

Exercice 2

1. Déterminer la parité de fonctions suivantes :
a) fi(z) =55 b) fa(z) =2 — 3z o) f3(z) = 5 d) f4(1’):%'

2. Déterminer la parité de fonctions f; suivantes :

/TN

VARV

5 Variations d’une fonction numérique

Définition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I.
— On dit que f est croissante sur l'intervalle I si et seulement si pour tout a et b de I tel que a < b,
on a :f(a) < f(b).

— On dit que f est strictement croissante sur l'intervalle I si et seulement si pour tout a et b de I tel que a < b,

ona:f(a) < f(b).
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|
|
|
1
a b

— On dit que f est décroissante sur 'intervalle I si et seulement si pour tout a et b de I tel que a < b,

on a :f(a) > f(b).

— On dit que f est strictement décroissante sur I'intervalle I si et seulement si pour tout a et b de I tel que a < b,

on a :f(a) > f(b).

f(a)
£

— On dit que f est constante sur 'intervalle I si et seulement si pour tout a et b de I tel que a < b,

on a :f(a) = f(b).

f(a)
f(®)

I I
I I
I I
I I
1 1
a b

— On dit que f est monotone sur [ si elle est croissante sur I ou décroissante sur I.
— On dit que f est strictement monotone sur I si elle est strictement croissante sur I ou strictement décroissante
sur I.

Tableau de variations d’une fonction

Soit f une fonction numérique dune variable réelle x et D; son domaine de définition.Etudier les variations de
la fonction f c’est déterminer les intervalles de Dy sur lesquels la fonction f est soit strictement croissante ,soit
strictement décroissante ,soit constante.

Les résultats de cette étude peuvent étre résumés dans un tableau appelé tableau de variations de la fonction f,ou une
fleche montante ~ signifie que f est strictement croissante et une fléche descendante, signifie que f est strictement
décroissante.

Exemples

Etudier les variations de la fonction f dans les cas suivants :
1. fro=a?—do+1; 1 =[2;4o00]
2. fix— —3zx+4+4; =R

1
Cfrizes ——; IT=]—o0;—1[et J =] - 1; 400

5.1 Taux de variations et la monotonie.

Définition

La fonction f définie sur un intervalle I.Soient a et b deux nombres quelconques dans I tels que a # b. Le nombre

o,y = L@ =10

Soit les points M(a; f(a)) et N(b; f(b)),le taux de variation est le coefficient directeur de la droite (M N).

est appelé le taux de variations de la fonction f entre a et b.
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Propriétés

Soit T'(a,b) le taux de variations entre a et b de la fonction f.On a :
— f est croissante sur I si et seulement si T'(a,b) > 0.
— f est strictement croissante sur I si et seulement si T'(a,b) > 0.
— f est décroissante sur I si et seulement si T'(a,b) < 0.
— f est strictement décroissante sur I si et seulement si T'(a,b) < 0.
— f est constante sur [ si et seulement si T'(a,b) = 0.

Exemples

1. Etudier les variations de la fonction f définie par :x — 2% — 4z + 3 sur [2, +-00[ et | — 00;2].

3
x—l—l sur |1, +oo[ et | — oc0; 1.

2. Etudier les variations de la fonction ¢ définie par :x —

5.2 La parité et la monotonie.

Propriété

f une fonction numérique définie sur Dy avec Dy = [T UT™.
— f est une fonction pair et croissante sur It donc f est décroissante sur 1.
— f est une fonction impair et croissante sur I donc f est croissante sur 1.
— f est une fonction pair et décroissante sur IT donc f est croissante sur I~.
— f est une fonction impair et décroissante sur I donc f est décroissante sur I—.

Exemples

— f une fonction numérique définie par x +— x2 + 1.
1. Donner Dy le domaine de définition de f.
2. Etudier la parité de la fonction f.
3. Etudier La monotonie de f sur [0; +-o0o[.Puis dresser le tableau de variation da la fonction f.

. - s 2?41
— ¢ une fonction numérique définie par = .
x

1. Donner D, le domaine de définition de g.
2. Etudier la parité de la fonction g.

3. Etudier La monotonie de g sur]0; 1] et [1; +oo[.Puis dresser le tableau de variation da la fonction g.

6 Valeurs maximales et valeurs minimales d’une fonction numérique sur un
intervalle

Définition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et a un élément de I.
— On dit que f(a) est la valeur maximale de la fonction f sur I si :f(z) < f(a) pour tout = de I.

— On dit que f(a) est la valeur minimale de la fonction f sur I si:f(z) > f(a) pour tout z de I.

— si f(a) est une valeur maximale ou une valeur minimale de la fonction f ,alors on dit que f(a) est un extremum
de la fonction f.
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Figures

7 Position relative de deux courbes

Propriété

Soit f et g deux fonctions numeériques définies sur I.Cy et Cy les représentations graphiques de f et g respectives.
— si pour tout « de I f(z) > g(x) alors Cy est strictement au dessus de Cy sur I .
— si pour tout x de I f(z) < g(x) alors C est strictement au dessous de Cj; sur I .
— Les solutions de 'équation f(x) = g(z) sont les abscisses des points d’intersection des deux courbes.

Exemple

soit C'¢ et C, les représentations graphiques de f et g respectives.

A

Rammma

1. Résoudre dans R I’équation :f(x) = g(x)
2. Résoudre dans R les inéquations :f(z) < g(z) et f(z) > g(z)
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